Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala Hunedoara , 15 februarie 2018

Clasaa Xl a

1. Pentru orice numere reale a,b,c se considerad determinantul

a-b-c 2a 2a
D(a,b,c)=| 2b b-c-a 2b
2C 2c c—a-b

(a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia D(x,1,—2) =0.
(b) Ardtati ¢4, dacia,b,c>0 si ab+bc+ca<3abc atunciD(a,b,c)>27 .

sint
- cost — ) :
2. (@) Se considera matricile A(t) = 2 |,t eRsi multimea
—-2sint  cost

H={A(t) e M (R)[teR}.
Aratati ca:
(i) daca A(t), A(u) e H , atunci A(t)- A(u)eH
(ii) existd un numar intreg k astfel Tncat AZ018 (%j =k-1,.

(b) Demonstrati ca exista o infinitate de matrice X € M, (C) care verifica simultan urmatoarele

trei proprietati: X2 % I, X? #—l,si X4 = l,.
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3. Se considera sirul (a,),1,a, = lim
x—0

. . LT .1 . .
Calculati Ly = lim a,-sin—, L, = lim —-a,si Lz = lim ”+\1jz-an.

n—oo n n—ow 2 n—o0

4. Aratati ca sirul (X,),sdefinit prin x, =2, x,,4 = % . (xn + ij,‘v’n e N este convergent si
n

determinati limita sa.



Baremde evaluare si notare:

(1) (a) Prin impartire cu

1 1 1 1 0 0
D(xL-2)=(x-1)-|2 3-x 2 |=(x=1)-]2 1-x 0 |=(x-1)° (3p)
-4 -4 -3-X -4 0 1-x
se obtine evident solutia unicd x =1
(b) Folosinddinnouproprietatile determinantilor se ajunge la D(a,b,c)=(a+b+ C)3 (2p)
Inegalitateadintre media aritmeticasiceageometrica, apoiinegalitateadinenunt, conducla (2p)
inegalitatea de demonstrat.
(2) (a) () Alt)-Au)=At+u)eH (3p)
(i) Se demonstreaza inductiv ca A" (t) = A(nt), vt e R,ne N 2p)
p
de unde avem ca A?%'8 (%) =1, =>k=-1eZ
. . . (2p)
(b) De exemplu X = iy 1 ,Z € C ofera raspunsul (evident este necesara
J’_ J—
verificarea si, ideal, modul in care s-a ajuns la aceasta forma) ;
Simplele incercari care conduc la rezultate intermediare utile se noteaza corespunzator.
Xy 4e™on 1 (eX-1 _ e*-1 e™-1] n+1 (2p)
(3) a,=Ilim ==.lim +2. +..+N- =—
x—0 nx n x-ol X 2X nx 2
2
sin’” p)
. .o . N+l nr 7w
L =lima,-sin—=Ilm — —— - —=—
N—>0 n nowo 2 T n 2
n
L2 =0 (1p)
Ly = lim "Yn+1;
N—o0
1 n+1n
Yo ="I+1-1>0=(1+y,)"" 2CZ - y,2 = ( > n, Vo2 = 2p)
O<y, < z:> limy,=0=>1L3=1
n Nn—0
(4) Inductiv se demonstreaza imediat ca X, >0,vn>LneN. (3p)
X =2> \/5 si, folosind inegalitatea mediilor, avem cd X1 = % . Z\E = \E ,VneN" asadar
X, >[2,vneN*,
Xns1 — Xy <0,¥n e N* (2p)
Fiind descrescator i marginit, sirul este convergent, avand limita finita L; (2p)

Prin trecere la limita Tn relatia de recurenta se ajunge la L = J2




