Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala - 15 februarie 2018

ClasaalXa

1. Pentru orice numere reale nenule a,b,c cu (a+b)(b+c)(c+a)=0 si a+b+c=0Se noteaza
a b C
A=——, B=——, C=——.
b+c c+a a+b
a) Aritati ca numerele a?,b?,¢c?, sunt, in aceasta ordine, termeni consecutivi ai unei progresii

aritmetice dacd si numai daca numerele A, B,C au aceeasi proprietate.

b) Demonstrati ca, daca a,b,ce(0,+x), atunci A+B+C > g

2. Demonstrati ca un triunghi ABC este dreptunghic in A daca si numai dacé‘ﬁ + A—C‘ = ‘ﬁ —A—C‘ .

3. a) Aratati ca exista cel putin 1008 perechi (m,n) de numere naturale nenule pentru care

m+n<2018 si {m—”}{”—”}:z :
n m
b) Demonstrati ca nu exista nici 0 pereche (m,n) de numere naturale nenule pentru care
m n . C e N o . . o o .
{—} + {—} =1, unde [a] s1 {a} reprezintd partea Intreaga, respectiv partea fractionara a numarului
n m

real a.
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4. Se considera multimea M = {a +by2|a,bez,a% -2 :1}. Aratati ca:

a) M\Q=Tsi Vx,yeM =x-yeM.
b) multimea M are cel putin 2018 elemente.

Barem de evaluare si notare:



(1) (@)Numerele A, B,C sunt in progresie aritmetica daca si numai daca
2B=A+C < b + b _— + ¢
c+a c+a b+c a+b

b a ¢ b <:>(b—a)(a+b+c)_(c—b)(a+b+c)
c+a b+c a+b c+a b+c a+b
aceasta ultima egalitate este echivalenta cu 2b% =a? +¢?, concluzia fiind imediata.

;cum a+b+c=0,

(4p)

(b) Inegalitatea propusa este, sau ar trebui sa fie, destul de cunoscuta !
In literatura de specialitate este cunoscuta sub numele de inegalitatea lui Nesbitt.

Notim b+c=x,c+a=y, a+b=z=a= yrzzX pzHX=y _X+y=z_,
2 2 2 (3p)
AiBiC=1 3 X, Y| 3|s2+2+2-3_3
2 y X 2 2
(2) Consideram paralelogramul ABEC si astfel conditia din enunt devine ‘E‘ :‘@‘ o | (4p)
ABEC dreptunghi < AB L. AC. (3p)
(3) (a) Pentru m=n>2 avem {m—ﬂ}{m—ﬂ}=2+2[i}=2 si naturale nenule (4p)
m m m
pentru care m+m <2018 =2<m<1009, concluzia fiind imediata.
b) Daci m=n= {1 ﬂ}:0 1,
© >k {2lo. (1p)
: 3 m n m?+n?
iardaca mzn=>—+—= eN
n m mn
presupunem cd (m,n) =1si, din mn| (m2 + nz): m|n? An|m? , contradictie (2p)
(4) @) x=3+22eM =>M\Q=D, (4p)
x:a+b\/§,y:c+d\/§eM :>xy:u+t\/§, cu
u=ac+2bd,t=ad +bceZu®-2t> =1=xye M
(b) folosind (a), avem ca pentrux=3+2v2 eM = x* e M si, dacd, x* eM = x¥1eM ; | (3P)

cum x>1=xK £ xP vk, peN" k= psi astfel x" e M,VneN", adicd multimea M este
infinita.




