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Olimpiada de matematica
Etapa locala - 16 februarie 2013

Clasa a IX-a

n(n+1)(2n+1)
6

avand termenii strict pozitivi cu proprietatea

1. a) Demonstraticd 1 +2°+3° +..+n° = pentru orice ne N’ ;

a,+2a,+..+na, 2n+1
a+a,+..+a, 3

b) Determinati sirurile (a, ) _. , VneN .

2. a) Demonstrati cd x* +y? +2z> > Xy + yz+zx , pentru orice x,y,z€R ;

b) Sésearatecad x*+y’+z°+t(xy+yz+2x)>0, oricare ar fi x,y,z e R sioricare ar fi t €[-1,2].
Gazeta Matematica — nr.9/2012

3. Se considerd un triunghi ABC si M un punct interior. Notdm cu G,, G,, respectiv G, centrele de greutate ale

triunghiurilor AMBC , AMAC si, respectiv AMAB .
a) Demonstrati ca triunghiurile AABC si AG,G,G,, sunt asemenea;

b) Demonstratj c& triunghiurile AABC si AG,G,G, au acelasi centru de greutate, daca si numai dacd M este centrul
de greutate al triunghiului AABC.

4. a) Fie x,y e Rastfel incat [x—y|< 1 , pentru orice n e N . Demonstratica x =y .
n

b)  Consideram (a, )

[xan] = [yan] pentru orice ne N . Demonstrati cd x =y . (cu [z] s-a notat partea intreaga a numarului real z )

_ 0 progresie aritmetica cu termenii strict pozitivi si ratia nenula. Fie x,y R, astfel incat

NOTA

Toate subiectele sunt obligatorii;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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Clasa a X-a

1. Determinatj toate solutiile reale ale urmatoarelor ecuatii:
a) Yx+1+Jx+1=2;
2
b) X +1_
X

2x(2—x) -

2. Fie a,bce(0,1) si x,y,ze(0,00) astfelincat a=(bc)", b=(ca)” si c=(ab)". Demonstratj c&:

a) Xy, x>0;
A B I
X+1 y+1 z+1
1 1 1
c) <1

+ +
X+y+2 y+z+2 Z+x+2

3. Fie a,b,c e Cdistincte, astfel incat (a+ b)3 =(b+ c)3 =(c +a)3 . Demonstratica a®> =b> =¢°.
Gazeta Matematica — nr.9/2012

4. Fie f:7Z — R o functie care indeplineste conditiile:
i) F(x)f(y)=f(x+y)+f(x—y), pentru orice x,y € Z;

i) £(0)#0si F(1)=>.

a) Demonstrati ca functia f este parg;
b) Determinatj functia f .

NOTA
e Toate subiectele sunt obligatorii;
e Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;
e Nu se acorda puncte din oficiu;
e Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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Xyy
1. Pentruorice x,y €[0,00) considerdm determinantul A(x,y)=|y x y|.
yyx

a) Demonstrati ca A(x,y)>0 pentru orice x,y €[0,%0);

o A(x,1)
Calculatj lim———+—.
b) el X|*1In(x3—3x+3)

2. a) Datiexemplude doua siruri de numere reale (a,) . si (b,), . astfelincét lim(a,+b,)=2,dar lima, = limb,.

n—oo n—o0 n—oo

b) Dati exemplu de doud siruri de numere reale (a,) _ . si (b,) . astfelincat lim(a,+b,)=2,dar lima,si limb,

n—oo n—o n—ow

nu exista.

3. a) Fie XeM,(C).Demonstraticd VneN,n>2existd a,,b, € C astfel incat X" =a,X +b,/,;

b) Fie matricele A B e M, (C)astfel incait AB—BA=A. Demonstrati ca A*>=0, si AB"A=0,, pentruorice neN".
Gazeta Matematica - nr.11/2012

4. Consideram numerele reale a,b > 0. Definim sirurile (a,) _. i (b,) . prin relatiile:

a, ++/a,b, _ b, +a,b,

a,=a, b, =b, B == , VneN .

n+1

a) Demonstrati ca sirurile sunt convergente si au aceeasi limita;
b) Calculati limita celor doua siruri.

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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1. Fie a € R silegea de compozitie "o" definitd pe R prin relatia x oy = xy —ax —ay +a” +a, pentru orice x,y e R.
a) Demonstrati ca (IR,~) este monoid comutativ;

b) Determinati numerele reale x cu proprietatea xoxo...ox =x.
de 2013 ori de x

sinx +2c0sx

2. Calculati
a) t J.23inx+cosx

dx, pentru x € (0%)

1 2

b) Calculati IX—de .
‘+e

3. Fie (G) un grup finit comutativ si notdm cu e elementul sau neutru. Fie M = {x € G‘x2 = e} :

a) Demonstratica M reprezinta un subgrup a grupului (G,.);

b) Aratatica [ [x=]]x:

xeG xeM

C) Spunem cd un element aG are proprietatea ,A’, daca existd un subgrup H a lui (G,~)astfe| incat Hx=a.
xeH

Demonstrati ca@ multimea {a € G|a are proprietatea A} este subgrup a grupului (G)
Gazeta Matematica — nr.9/2012 (enunt modificat)

1
4. Fie funciile f:[0,1] —[0,0)si g:[0,1] —(0,0) integrabile. Definim sirul (a, ), Prin &, :J-f”(x)g(x)dx, VneN .
0

a) Daca f este continud , demonstrati ca sirul (a, )neN. este convergent, daca si numai daca f(x) <1;
b) Demonstrati ca exista lima, .

n—o

NOTA

Toate subiectele sunt obligatori;

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte;

Nu se acorda puncte din oficiu;

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore din momentul primirii subiectului.
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