Clasa a [X-a
Solutii

1. Notam cu z valoarea raportului AB/BC=AE/EC (teorema bisectoarei,
1 punct) si cu y valoarea raportului AP/PD. Trebuie sa demonstram
caz=1/4< y=1/2 (2 puncte).

BE = BA+ xB? B? (1 punct)
1+ 1+x
BP = m—i—y@ ! j—l— B? (1 punct)
l+y 14y
Cum vectorii BE si BP sunt colineari, rezulta
T _ T

(2 puncte)

1 Y
1+y 2(1+vy)

adica y = 2z (1 punct). Rezulta echivalenta ceruta (1 punct).

2. Fie x1, x5 doua solutii distincte ale ecuatiei. Putem presupune ca
r1 < Ty, de unde rezulta [z1] < [z2] (1 punct). Daca [x;] = [z2], din
2[z1] — 3{x1} = a = 2[x3] — 3{x} rezulta {1} = {2} si deci z; = o,
absurd. Astfel, [z1] < [22] (2 puncte). Se obtin relatiile

3> 3({za} — {m1}) = 2([wa] = [1]) > 2

de unde rezulta [z3] — [x1] = 1 (2 puncte) si {z2} — {21} = 2/3 (2
puncte).
In concluzie, 25 = [z5] + {22} = [11] + 1 + {21} +2/3 = 21 + 5/3 (2
puncte).

3. a) Din enunt, rezulta z,,, < 2z, — V3|2, < (2 — V3)z, < z,, pentru
orice n € N (2 puncte).
b) Relatia de recurenta conduce la

Tp=2Tp1 £/322,,+25 VneN

1



Conform cu a), doar solutia cu “+” convine (2 puncte). Adunand

aceasta egalitate cu
Tpto = 2Tpt1 — /322, + 25

se obtine 19 = 42,41 — x, (1 punct).

c) zg = 0, 1 = 5 satisfac conditiile. Din b) rezulta ca daca z,, $i 41
sunt intregi divizibili cu 5, atunci x,,o satisface aceleasi conditii. O
inductie “cu dubla ipoteza” incheie demonstratia (2 puncte).

d) zo este par, iar x; impar. Din b) rezulta ca x, si x,.2 au aceeasi
paritate. O inductie “cu salt” incheie demonstratia (2 puncte).

. Putem presupune ca z este cel mai mic dintre cele 3 unghiuri. Atunci

1 1
(siny—sinz)( - ) >0

COST  COSZ
de unde obtinem

sy 4 S18 04 > Sy 4 S18 04 (*) (3 punCte)

CcOS T COSz = COSz CcOS T

Utilizand monotonia functiilor trigonometrice in primul cadran, obtinem

1 1
(sinx—siny)( - ) >0

COS T COoS Yy

ceea ce se mai scrie

sinz siny _ sinx = siny
+ > +

> (%) (3 puncte)
COST  COSYy ~ COSY COST

Adunand membru cu membru inegalitatile (x) si (s*) rezulta concluzia
(3 puncte).



