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Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Un fermier si-a propus la inceputul anului 2014 s obtind céte x tone de grau de pe fiecare hectar
cultivat. La sfarsitul anului a constatat ca:
e pe 50 % din suprafata cultivata, productia a depasit-o pe cea planificata cu 10%;
¢ pe 30 % din suprafata cultivata, productia a depasit-o pe cea planificata cu 20%;
e pe 20 % din suprafata cultivata, productia a fost cu 25% mai mica decat cea prognozata.
Exprimati, in functie de x, cantitatea medie de grau obtinutd de fermier de pe fiecare hectar.

Solutie.
. < . A . S 35
Fie S suprafata totald cultivatd, exprimatd in hectare. Suprafetele celor trei parcele sunt —,—
.S
respectiv e 2p
. . . . S 55xS . .
Pe prima parceld, productia obtinutd este 110% - x-—= . Pe cea de-a doua parcela, productia
obtinuta este 120%-x-£: 36x5 . Pe cea de-a treia parceld, productia este 75%-x-§: 15xS‘
10 100 5 100
Productia totala obtinuta este 106x5 e ettt ettt h e bt eh bt et e bt e bttt et e e b e e shbesateeabeenae 4p
Cantitatea medie de grau obtinutd de fermier de pe fiecare hectar este 1,06 X . .....cccceevvierneeneennne. 1p

2. In triunghiul ABC cu m(<A)=90" si m(<C)=30", consideram bisectoarea BE, unde Ee AC

si punctul De (BC) astfel incdt BC=3-BD. Dacd {O}=BENAD si F este mijlocul
segmentului AB, demonstrati cd punctele F, O si C sunt coliniare.

Gazeta Matematica 11/2014
Solutie.

Folosind teorema bisectoarei §i teorema triunghiului dreptunghic cu unghi de 30°, obtinem ca
CE_BC_,

= = . 3p
EA AB A
Coliniaritatea punctelelor F, O si C revine la concurenta dreptelor AD, BE si CF. Intrucat
CE AF BD 1 . o 1 . S
———-——=2-1-—=1, concluzia rezulta din reciproca teoremei lui Ceva. ..........c.ceeeevrrrrurrnn.e. 4p
EA FB DC 2



3. Suma pitratelor a 18 numere naturale nenule este 2015.
a) Aratati ca cel putin doud dintre aceste numere sunt egale.
b) Gasiti 18 numere naturale nenule avind suma pétratelor egald cu 2015.

Solutie.
a) Suma celor mai mici 18 pitrate perfecte distincte nenule este 1°+2>+..+18° =

= 18-19-37 =2109. Acest rezultat fiind mai mare decat 2015, rezulta cerinta problemei. .......... 3p

b) De exemplu, putem considera numerele 1, 1, 3,3,4,5, ... ,9, 11,12, ..., 18. ...t 4p

Nota. Pentru descrierea unei strategii prin care se Incearcd micsorarea cu 94 a sumei celor mai mici
18 patrate perfecte distincte nenule se acorda PaANA 1a ........coveeeieeiiiniiniiiiiie e 2p

4. Si se rezolve ecuatia m-|x—1|=2015-x—1, unde m este un parametru real. Discutie dupa

valorile parametrului real m.

Solutie.

m(x—1)=2015x—1, dacd x€ [1,0)
Ecuatia devine: < 1 ettt Ip
m(1—x)=2015x—1, daca x€ (—oo,1)

Cazul xe[l,»).

m(x—1)=2015-x=1=(m—=2015) - x =m—1,m % 2015 ...oeririreeererereeee e 1p
Rezultd x = Gidin £ 2155 105 2015 oo Ip
m—201
Cazul xe (—oo,1)
m(1=x)=2015-x=1= (m+2015)- x =m+1,m# =2015 .cooiririririreereeereee e 1p
Rezultd x=— L Gidin x <125 15 <2015 oo Ip
m+2015
Asadar:
m—1 . m+1

Daca m > 2015, ecuatia are doud solutii: x, =———— i x, =—————
m—2015 m+2015

1 far daca me (—s0,—2015],
m+2015

€CUALIA NU ATE SOIULIL ..euveiuiiiiiii ittt s Ip

Daca me (-2015,2015], ecuatia are o singurd solutie x=
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. Se considerd numerele complexe u si v, de modul 1, astfel incat |u + v| = |u —v| =a si punctele O,

A, B si C in planul complex, de afixe O, u, v respectiv u+v.
a) Demonstrati ca punctele O, A, B si C sunt varfurile unui patrat.
b) Determinati valoarea numarului real a.

Solutie.

a) Deoarece punctul C are afixul u+v, rezultd ca OC =0A+OB si atunci OACB este
paralelogram. Cum OA=0B=1, OACB este chiar romb. Conditia |u + v| = |u —v| ne spune ca
OACB are diagonalele egale, asadar O, A, B si C sunt varfurile unui patrat. ........cc.cccceevveeecveeneneenne 4p
b) Numadrul a reprezinta lungimea diagonalei unui pétrat de laturd 1, prin urmare a = V2, 3p

2. Sedifunctia f:N"— N" astfel incat f(1)=a si
LN S SRS L e A R
2.7(1) 3:7(2) 475B) - f(n=1) f(n)
a) Calculati f(2), f(3) si f(4) in functie de a.
b) Demonstrati cd f (n)=n-a,Vne N".

¢) Pentru ce valori ae N, functia este surjectiva.

Solutie.
a) In egalitatea data, ludim n=2, 3,4 si obtinem:
1 1
S =5 F(2) 20 e Ip
2.5(1) £(2)
1 1 2
+ = 5 f(3) 230 e Ip
2-7(1) 3-f(2) f(3)
1 1 1 3
+ + = S f(4)Z4A e, 1p
2-f£(1) 3-£(2) 4-£(3) f(4)
b) Presupunem ¢ f(k)=k-a si demonstrim cd f (k+1)=(k+1)-@ woeorerrrrenreererererreens 1p
Conform principiului inductiei matematice, rezultd cd f (n)=n-a, Vne N". ...ccccovvvinrnrnienenn. 1p

c) Imaginea acestei functii este multimea { f (1), £ (2).

£3).J={r@).2r(1).37(1),..} s 1p
ne N

(
Cum feste surjectivd, deducem ca f(1)=1 siatunci f(n)=n,Vne



3. Se da progresia geoemtrica (b,) _ curatia g si astfel incit b, >1,Vne N'.

a) Calculati l . ZIg b, , functie de n, b;siq .
n =1

- + *

b) Demonstrati ca l-ZIgbk < lg(b1 2b” j Vne N -
k=1

c¢) Pentru ce valoare a lui g are loc egalitatea din b) ?

Solutie.

13 1 1 :
Q) — > lgh, =;-(1gbl+1gb2+1gb3+...+1gbn)=;-[1gbl+1g(b1-q)+1g(bl-q2)+...+1g(b1-q" ]
k=1

1 n(n-1) n-1
:;-lg b'-q ? zlg(bl-qzj ................................................................................................... 2p

w b (144"
b) Inegalitatea de demonstrat revine la: b,-qg > <————=

S e 2
> p
n-t Y
2-g2 Sl+q”'l<:)(q2 —lj 20 (AEVATAL) ..eeveevieetie ettt et 2p
Egalitatea are 10C daC@ ¢ =1 . .ooieiiiiiieieie et ettt et e e et et 1p

N

4. Cvadrupla de numere reale (a,b,c,d ) trece, in prima etapda 1in cvadrupla
(lat Jp-c

Gasiti cvadruplele 1n urmatoarele cazuri:

’

c¢—d|,|d - d|) si apoi procedeul continua dupd aceeasi reguld cu noua cvadrupla.

1°. Dupa patru etape, plecind de la cvadrupla (8, 17, 3, 107).
2°. Dupa sapte etape, plecand de la cvadrupla (5, 7, 11, 19).

3°. Dupd patru etape, plecand de la cvadrupla (n,n,1-4n,n),ne N'.

Solutie.

1°.

8,17,3,107)— (9, 14, 104, 99) — (5, 90, 5, 90) —— (85, 85, 85, 85) —— (0, 0,0, 0) .... 2p
2",

5,7,11,19)— (2,4,8,14)—> (2,4,6, 12) —> (2,2, 6,100 —> (0, 4, 4, 8) —> (4, 0, 4, 8)
— > (4,4,4,4) —5 (0,0, 0, 0) corrieerieeiee et e st e et be e e r e e abaesrraeesereeeaaees 2p
3"

(n,n,1—4n,n) — (O,Sn—l,Sn—l,O) — (5n—1,0,5n—1,0)—> (5n—1,5n—1,5n—1,5n—1)
9 (0,0,0,0) 1ot 3p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XIT-A

1. Determinati asimptotele spre —oo si spre +oo ale graficului functiei

FRSR, f(x)=vx+x+1.

Solutie.
X, /1+l+—
2
Deoarece limLx) =M I = M
X—>o0 X X—>o0 X
si lim (£ (x) = mx) =lim (\* + x+1 - x) = im——xt  _1_,

o 1 : < 11 s
se obtine cd y=x+ 5 este asimptota oblica spre +oo

/ 1 1
—X 1+*+72
X X =—_1=

Deoarece lim M = lim S e
x—-—o  x X—>—o0 X
si lim (f (x)—mx)= lim (\/x2 +x+1 +x) = lim(\/u2 —u+l —u) =lim

L 1 . C s
se obtine cd y = —x—E este asimptota oblica spre —oo

2. Se considera fn:R—>R,fn(x)=1n((1+wJ(1+Slnzxj(1+51n3xj...(1+

2 2 2
si 1, = tim 2.
x—0 X
a) Calculati L, .
) . n(n+1)
b) Deminstrati ca L, = Rt

o oY)
¢) Demonstrati cd existd limita lim ——=.
X—>+oo X

e+ x+l+x 2

FACULTATEA
CONSTRUCTII DE MASINI
SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

—————=——=n...1p
oeoNut —u+lru o 2




Solutie.

In| 1450
fl(x) . 2 sin x
1m . . .

1 1
=1i = o e e e e et e e e s aaaeesaan 2
a) lJl XILI(} X x=0 sin x X 2 2 p
2
1n(1+smkx) 1n(1+smzkxj ek
b) Se observa ¢d lim————~% =1lim - ek — ke N e Ip
x—0 X x>0 sin kx kx 2 2
2
I 1+s1n)c nl 1 sin 2x In 1_Irsmnx
2 2 14+243+...+n _n(n+l)
L =lim + +..+ = e 2p
x>0 X X X 2 4
¢) Cum _L sinkr l, se obtine L8000 3 Resultd ca 6lnt < fi(x)< T A Ip
2 2 2 2 2 2
NV B . o fe(x)
Intrucat lim — =0 si functia f, este marginita, rezultd cd Im ———==0 .......cceceviniiiiiniininnnn Ip
Xt X x40y
1 a hh,
3. Se considera matricea A=|1 b h,h. |, unde a, b, ¢ reprezinta lungimile laturilor unui triunghi
1 ¢ hh,

ABC de arie S, iar h,,h,,h sunt lungimile iniltimilor triunghiului. Demonstrati ci det A>0. In

ce conditii avem detA=07?
Gazeta Matematica 12/2014 (Supliment)

Solutie.
Avem § = ah, :% = O e 2p
2 2 2
2
1 a 457 1 a 1
1 a hh 4‘”’2 ab
Prin inlocuire,detA={1 b hh |=|1 b 457 =4Sl b L 2p
i nh be bc
¢ cCa 2
1 ¢ 45 I ¢ €
ca ca
s’ ¢ as
Prin calcul, se obtine: detA=——|1 b a z—(a2 +b* +c’ —ab—ac—bc) =
abc abc
Il ¢ b
45 1
B [(@5) + (=€) (e =) |20 2
abc 2



detA=0(:>(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2=0<:>a=b=c ................................................................... Ip

4. Se considera tabloul aldturat, format din 9 celule completate initial cu numarul 1. La

fiecare pas, alegem la IntAmplare un patrat format din 4 celule si marim cu 2 fiecare Lt
numar din celulele patratului ales. De exemplu, primii trei pasi ar putea fi urmatorii: L1l
1(1]1
P, P, P;
1111 1133 1133 315
1111 1133 31513 517
1111 1111 31311 313
a) Demonstrati cd, In orice moment, determinantul matricei asociate tabloului
este un numadr Intreg divizibil cu 4. P,
b) Ardtati ca suma tuturor elementelor din tablou nu poate fi niciodata egala cu [401]1201] A
2015. 2015 r
¢) Determinati numerele naturale n, A si B, daca la pasul n tabloul aratd ca In P
figura alaturata. 01| g |B
Solutie.

a) La fiecare pas, toate elementele matricei asociate vor fi numere naturale impare. Astfel,
determinantul matricei asociata tabloului va fi de forma

2a+1 2b+1 2c+1|ce-¢l2a+1 2(b—a) 2(c—a) 2a+1 b—a c—a
Cy:C—C

2d+1 2e+1 2f+1 = d+1 2(e—d) 2(f-d)|=42d+1 e—-d f-d|=4t,teZ..3p
2g+1 2h+1 2i+1 2¢+1 2(h—g) 2(i-g) 2¢+1 h—g i—-g

b) Initial, suma tuturor elementelor tabloului este 9. La fiecare pas suma creste cu 8. Astfel, la pasul
n, suma tuturor elementelor este 9+8n . Insd 9+8n =2015 < 8n=2006, imposibil. .................... 2p

¢) Daca pana la pasul » inclusiv a fost ales patratul din stinga sus de x ori, cel din dreapta sus de y
ori, cel din stanga jos de z ori si cel din dreapta jos de u ori, atunci numerele din tablou vor fi

P,
1+2x 14+2(x+y) 1+2y
142(ctg) | LH2OHYHZHD=] g oy
1+2n
142z 142(z+u) 1+2u

Obtinem cd n = 1007, x = 200, y = 400, z =350, u =57, deci A=801,B=115.........................2p
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XII-A

1. Viteza unui mobil la momentul ¢ este datd de legea v = 15 — 37, unde viteza v este exprimata in
metri pe secundd iar timpul ¢ este exprimat in secunde, raportat la momentul initial 7, =0.

Calculati distanta pe care o parcurge mobilul din momentul initial §i pAnd in momentul opririi.

Nota. Admitem cunoscut faptul cd distanta parcursa de un mobil aflat Tn miscare rectilinie, cu

b
viteza v(f), in intervalul de timp [a, b], este x = jv(t)dt.

a

Solutie.
In momentul opririi, viteza mobilului este egali cu zero. Cum viteza este data de legea v = 15 — 3f,
timpul pAna 1a OPIire €Ste £, =5 . ccouiuiniiit i 3p

3t

5 2\[s
Distanta parcursa va fi x = J(IS —3¢)dt :(ISt _TJ = 37,510 e 4p
0

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
Xoy=5xy—-5x—-5y+6,Vx,ye R.

non

a) Determinati numerele reale egale cu simetricele lor 1n raport cu legea "o

b) Calculati A :logoéo...o 2015 .
555 5

Solutie.
a) Elementul neutru al legii este e = g e e e Ip
Conditia x=x" revine la 5(x—1)" +1=e¢, adica |x—1]= % TP PP RRPTRUPPRRPPTIIN 2p

. . 4 . 6
Obtinem solutiile x, =3 six, B R A Ip
b) Deoarece xoy=5(x—1)(y—1)+1, rezultd cd xol=1ox=1, pentru orice x real. ................. Ip
Numarul 12% se gaseste 1n sirul %,%,...,%,“.,g. Cum legea datd este asociativa, deducem ca

1 4 6 2015
Al Lo o otol Lo o2 ) o toy o L oo 2
(5 5) (5 5 j reley P



3. Se considera multimea
M :{X € M,(R)lexistd ne N pentru care X" = 02} .
a) Daca X € M, aratati ca X?= o, .

b) Dacd A, Be M si AB= BA, demonstraticd ABeEM si A+Be M.
c) Ardtati ca matricea /> nu poate fi scrisa ca suma finitd de matrice din M.

Solutie.

a) Pentru orice matrice patraticd de ordin 2, este adevaratd egalitatea X —TrX - X +det X -1, =0, .
..................................................................................................................... Ip
Din X" =0, obtinem cda detX = 0. Rezulta ca X 2=TrX-X de unde, prin inductie,
X"=(Trx )n_1 X siatunci TrX =0 sau X =0,. In ambele situatii, obtinem X* = O, ccceennn 2p
b) (AB)2 =(AB)(AB)= A(BA)B=A(AB)B=A’B>=0,,deunde ABEM. .........ccovvvernnn.. Ip
Deoarece AB = BA avem (A+B)4 = (A2 + 2AB+B2)2 = (2AB)2 =0,,deci A+BeM. .......... Ip
¢) Presupunem, prin absurd, ca I, s-ar putea scrie ca suma de n matrice Ay, Ay, ..., A, din M. Atunci
Trl, =Tr(A +..4A)=TrA +..4+TrA, =0, contradiCtie. ............coeeeeruunieiriiinieiiiinaeiiiines 2p

sin x + cos x

4. Calculati J dx, unde xe (O,%) sia>0.

e*+acosx
Gazeta Matematica 10/2014 (Supliment)

Solutie.

J-sinx+cosxdx_lj-(€x+acosx)—(ex—asinx) ~ \
o tacosx . a o T oS x ettt ettt e et raraaeaan p

_ jdx—jde ettt et b et e b et teete et et enbetnereete b e e e e 2p
a e +acosx

:l(x—ln(ex+acosx))+C=iln(XLJ+C. ................................................... 2p
a a e +acosx



